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Abstrakt
Tato bakala´rˇska´ pra´ce se soustrˇedı´ na vztah mezi grafy a jejich maticemi sousednosti,
respektive grafy a jejich Laplaceovy´mi maticemi. Na tuto pra´ci mu˚zˇeme nahlı´zˇet jako
na souhrn jizˇ zna´my´ch poznatku˚ o vlastnı´ch cˇı´slech. Budeme zkoumat, jak se zmeˇnı´
vlastnı´ cˇı´sla, kdyzˇ provedeme urcˇite´ operace v grafu. Mezi zkoumany´mi operacemi jsou
naprˇı´klad odebra´nı´ hrany a odebra´nı´ vrcholu. Take´ se zajı´ma´me o vztah mezi vlastnı´mi
cˇı´sly grafu a jeho line grafu cˇi jeho doplnˇku.
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Abstract
This bachelor thesis focuses mainly on the relationship between graphs and their adja-
cency matrices, between graphs and their Laplacian matrices respectively. This work can
be viewed as the sum of previously obtained results about eigenvalues. We will explore
how to change eigenvalues when certain operations are performed on the graph. Among
these operations are for example removal of edge and removal of vertex. We also investi-
gate the relationship between eigenvalues of a graph and its complement or its linegraph.
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Seznam pouzˇity´ch zkratek a symbolu˚
G = (V,E) – graf G s mnozˇinou vrcholu˚ V a mnozˇinou hran E
deg(v) – stupenˇ vrcholu v grafu G
n – pocˇet vrcholu˚ grafu G
Kn – kompletnı´ (u´plny´) graf na n ≥ 1 vrcholech
Km,n – kompletnı´ bipartitnı´ graf na m + n vrcholech s partitami veli-
kosti m a n
Pn – cesta na n ≥ 1 vrcholech
Cn – cyklus na n ≥ 1 vrcholech
Sn – hveˇzda na n ≥ 1 vrcholech
AG – matice sousednosti grafu G
DG – diagona´lnı´ matice grafu G
LG – Laplaceova matice grafu G
I – jednotkova´ matice
J – matice, ktera´ obsahuje same´ jednicˇky
Qn – hyperkrychle rˇa´du n grafu G
G–v – odebra´nı´ vrcholu v grafu G
G–e – odebra´nı´ hrany v grafu G
Gl – line graf grafu G
G – doplneˇk grafu G
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31 U´vod
Necht’ A je rea´lna´ matice rˇa´du n. Vlastnı´ vektor matice A je takovy´ vektor, zˇe Ax je
paralelnı´ k vektoru x, jiny´mi slovy, Ax = λx pro neˇjake´ rea´lne´ cˇı´slo λ. Takove´ cˇı´slo λ
nazy´va´me vlastnı´m cˇı´slem matice A patrˇı´cı´ vlastnı´mu vektoru x. Prˇesneˇji λ je vlastnı´ cˇı´slo
matice pra´veˇ tehdy, kdyzˇ matice A−λI je singula´rnı´ (A je cˇtvercova´ matice, jejı´zˇ determi-
nant je roven nule), kde I je jednotkova´ matice. Proto ma´ matice A vzˇdy n vlastnı´ch cˇı´sel,
z nichzˇ se neˇktera´ mohou opakovat. Pocˇet opakova´nı´ nazy´va´me algebraickou na´sobnostı´
vlastnı´ho cˇı´sla. Vlastnı´ cˇı´slo s algebraickou na´sobnostı´ 1 se nazy´va´ jednoduche´. Vlastnı´
cˇı´slo, ktere´ nenı´ jednoduche´, se nazy´va´ na´sobne´.
Laplaceova matice jednoduche´ho grafu je rozdı´l diagona´lnı´ matice (cˇtvercova´ matice,
ktera´ ma´ nenulove´ prvky pouze na hlavnı´ diagona´le, konkre´tneˇ teˇmi prvky jsou stupneˇ
vrcholu˚ grafu) a matice sousednosti, tedy L = D −A.
1.1 Matice sousednosti a spektrum grafu
Necht’ G je graf s mnozˇinou vrcholu˚ V (G) = {v1, v2, . . . , vn}. Matice sousednosti grafu
G je definova´na jako cˇtvercova´ matice rˇa´du n (n rˇa´dku˚ a n sloupcu˚), ve ktere´ je prvek
aij = 1 pra´veˇ tehdy, kdyzˇ jsou vrcholy vi a vj sousednı´. V opacˇne´m prˇı´padeˇ je aij = 0.
Aij =

1 pokud vi a vj jsou sousednı´,
0 v ostatnı´ch prˇı´padech.
Z definice vyply´va´, zˇe A je rea´lna´ symetricka´ matice a stopa matice A (soucˇet prvku˚
na hlavnı´ diagona´le cˇtvercove´ matice) je nula.
Matice AG je pro jednoduche´ grafy symetricka´ a soucˇet cˇı´sel v i-te´m rˇa´dku (v i-te´m
sloupci) matice AG je roven stupni vrcholu deg(vi).
Definice 1.1 Spektrum grafu G je mnozˇina cˇı´sel, ktera´ ma´ vlastnı´ cˇı´sla matice AG, spolu s je-
jich na´sobnostı´. Jestlizˇe ma´ A ru˚zna´ vlastnı´ cˇı´sla λ0 > λ1 > . . . > λs−1 a jejich na´sobnost je
m(λ0),m(λ1), . . . ,m(λs−1), pak mu˚zˇeme psa´t:
spektrum G =

λ0 λ1 . . . λs−1
m(λ0) m(λ1) . . . m(λs−1)

.
Mocninoveˇ zapsa´no, spektrum grafu je λm(λ0)0 , λ
m(λ1)




Meˇjme kompletnı´ (u´plny´) graf Kn s n vrcholy, ve ktere´m kazˇdy´ jednotlivy´ pa´r vrcholu˚
sousedı´. Tedy graf K4 (viz obra´zek 1) ma´ matici sousednosti
AK4 =

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0















V tomto prˇı´kladu ma´me spektrum zapsa´no maticoveˇ, ovsˇem lze jej zapsat i jako
(n−1)1, (−1)n−1, kde exponenty oznacˇujı´ na´sobnost (pocˇet opakova´nı´ vlastnı´ho cˇı´sla). V
prˇı´padeˇ kompletnı´ho grafu K4 je jeho spektrum rovno 31, (−1)3. [1]
Obra´zek 1: Kompletnı´ (u´plny´) graf K4
1.2 Laplaceova matice




−Aij kdyzˇ i ̸= j.
Tady degvi oznacˇuje stupenˇ vrcholu vi. V prˇı´padeˇ va´zˇeny´ch grafu˚ (grafy s ohodno-





kde Aij je ohodnocena´ hrana.
MaticiLG = DG−AG nazy´va´me Laplaceovou maticı´ grafuG, jestlizˇeDG je diagona´lnı´
matice se stupni vrcholu˚ grafu G a AG je matice sousednosti grafu G.
5Prˇı´klad 1.2
Nynı´ si vezmeˇme prˇı´klad kompletnı´ho grafu K4, pro ktery´ jsme si jizˇ v prˇı´kladu 1.1
uka´zali, zˇe jeho matice sousednosti je
AK4 =

0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0
 .
Diagona´lnı´ matice grafu K4 se rovna´
DK4 =

3 0 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 3
 .
Laplaceovou matici zı´ska´me ze vzorce LK4 = DK4 −AK4 , v nasˇem prˇı´padeˇ tedy
LK4 =

3 −1 −1 −1
−1 3 −1 −1
−1 −1 3 −1
−1 −1 −1 3
 .
MaticeAK4 aLK4 jsou symetricke´, tudı´zˇ vsˇechna jejich vlastnı´ cˇı´sla jsou rea´lna´. Vy´sledkem
tedy je, zˇe spektrum matice sousednosti AK4 je rovno 3
1, (−1)3 a spektrum Laplaceovy
matice LK4 je rovno 0, 4
3.
O spektru Laplaceovy matice toho jizˇ bylo hodneˇ doka´za´no. Tvrzenı´, jak bude vy-
padat nejveˇtsˇı´ vlastnı´ cˇı´slo, jeho hornı´ a dolnı´ hranice, druhe´ nejveˇtsˇı´ vlastnı´ cˇı´slo, nebo
naopak druhe´ nejmensˇı´ vlastnı´ cˇı´slo, mu˚zˇeme najı´t v cˇla´nku [3]. Cı´lem te´to pra´ce ovsˇem
nenı´ zjisˇt’ovat, ktera´ vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy´ch matic jsou ta nejmensˇı´ cˇi nejveˇtsˇı´. Uve-
deme si pouze tvrzenı´ o spodnı´ hranici pro nejveˇtsˇı´ vlastnı´ cˇı´slo Laplaceovy matice.
Veˇta 1.1 Necht’ graf G je graf na n vrcholech a maxima´lnı´m stupneˇm ∆. Pak
λ1(G) ≥ nn−1∆.
Veˇta 1.2 Necht’ G je jednoduchy´ souvisly´ graf s alesponˇ jednou hranou a maxima´lnı´m stupneˇm
∆. Pak rovnost
λ1(G) ≥ ∆+ 1
nastane tehdy a jen tehdy, pokud existuje vrchol, ktery´ sousedı´ se vsˇemi ostatnı´mi vrcholy v grafu
G.
61.3 Va´zˇeny´ graf
Graf, ktery´ je ohodnoceny´ (hrana´m nebo vrcholu˚m jsou prˇirˇazena´ nenulova´ cˇı´sla), se
nazy´va´ va´zˇeny´ graf. Matici sousednosti tohoto va´zˇene´ho grafu mu˚zˇeme modifikovat,
kdyzˇ mı´sto jednicˇek polozˇı´me kazˇdy´ prvek aij roven ohodnocenı´ hrany vivj . Nenulova´
ohodnocenı´ vrcholu vi mu˚zˇeme ulozˇit na hlavnı´ diagona´lu v prvku aii. Stupenˇ vrcholu vi
je pocˇet nenulovy´ch prvku˚ v rˇa´dku (sloupci) s vy´jimkou prvku aii matice sousednosti. [6]
Prˇı´klad 1.3
Rozebereme si, jak se zmeˇnı´ vlastnı´ cˇı´sla v kompletnı´m grafu K3 a ohodnocene´m kom-
pletnı´m grafu K3.
Obra´zek 2: Kompletnı´ graf K3
Matice sousednosti grafu K3 je
K3 =
 0 1 11 0 1
1 1 0
 .
Spektrum tohoto grafu je 21, (−1)2.
Obra´zek 3: Kompletnı´ graf K3 s ohodnocenı´m hran
7Matice sousednosti va´zˇene´ho grafu K3 je
K3(oh) =
 0 3 13 0 2
1 2 0
 .
Spektrum va´zˇene´ho grafu K3 je −3, 2019; −0, 9112; 4, 1131. Oproti neohodnocene´mu
kompletnı´mu grafu K3 se spektrum podstatneˇ lisˇı´.
U kompletnı´ho grafu K3 na obra´zku 2 jsou vlastnı´mi cˇı´sly (−1)2, 2. U ohodnocene´ho
grafu K3 na obra´zku 3 jsou vlastnı´ cˇı´sla ru˚zna´, cozˇ souvisı´ s pojmem automorfismu. Z
toho plyne, zˇe ohodnoceny´ graf nelze usuzovat o nenulovy´ch vlastnı´ch cˇı´slech na za´kladeˇ
vlastnı´ch cˇı´sel neohodnocene´ho grafu a naopak.
1.4 Automorfismus grafu
Automorfismus grafu G je permutace π mnozˇiny vrcholu˚ V (G) = {v1, v2, . . . , vn}, ktera´
ma´ tu vlastnost, zˇe mnozˇina {u, v} je hrana grafu G tehdy a jen tehdy, pokud platı´,
zˇe {π(u), π(v)} je take´ hrana grafu G. Mnozˇina vsˇech automorfismu˚ grafu G s operacı´
skla´da´nı´ je grupa automorfismu˚ oznacˇena jako Aut(G). Permutace π mnozˇiny vrcholu˚
V (G) mu˚zˇe by´t reprezentova´na jako permutacˇnı´ matice P = (pij), kde pij = 1 pokud
vi = π(vj) a v ostatnı´ch prˇı´padech pij = 0.
Veˇta 1.3 Necht’ A je matice sousednosti grafu G a π je permutace mnozˇiny vrcholu˚ V (G) =
{v1, v2, . . . , vn}. Pak π je automorfismus grafu G tehdy a jen tehdy, pokud PA = AP , kde P je
permutacˇnı´ matice reprezentujı´cı´ π. [1]
Du˚kaz. Necht’ vh = π(vi) a vk = π(vj). Pak
(PA)hj =





To tedy znamena´, zˇePA = AP tehdy a jen tehdy, pokud vi a vj jsou sousednı´ kdykoliv
jsou sousednı´ i vh a vk. Cozˇ nastane tehdy, kdyzˇ π je automorfismem grafu G. ✷
Vy´sledkem je, zˇe automorfismus vytva´rˇı´ vı´ce stejny´ch vlastnı´ch vektoru˚ a jim od-
povı´dajı´cı´ch vlastnı´ch cˇı´sel. Prˇedpokla´dejme, zˇe x je vlastnı´ vektor matice A s prˇı´slusˇny´m
vlastnı´m cˇı´slem λ. Pak
APx = PAx = Pλx = λPx.
To znamena´, zˇe Px je take´ vlastnı´ vektor matice A s vlastnı´m cˇı´slem λ. Jsou-li x a
Px linea´rneˇ neza´visle´, pak λ nenı´ jednoduche´ vlastnı´ cˇı´slo. (Vlastnı´ cˇı´slo s algebraic-
kou na´sobnostı´ 1 se nazy´va´ jednoduche´. Vlastnı´ cˇı´slo, ktere´ nenı´ jednoduche´ se nazy´va´
na´sobne´).
81.5 Spektrum vybrany´ch trˇı´d grafu˚
Vsˇechny grafy v cˇa´sti 1.4 jsou jednoduche´, neorientovane´ a konecˇne´. Vsˇimneˇme si, zˇe
vsˇechny matice J rˇa´du n (matice, ktera´ obsahuje same´ jednicˇky) majı´ hodnost 1 a zˇe u
vsˇech je vektor 1 vlastnı´m vektorem s n vlastnı´ch cˇı´sel.
1.5.1 Kompletnı´ (u´plny´) graf
Necht’ G je kompletnı´ graf Kn na n vrcholech. Jeho matice sousednosti je A = J−I , kde J
je matice, ktera´ obsahuje same´ jednicˇky a I je jednotkova´ matice. Spektrum kompletnı´ho





{(n− 1)1, (−1)n−1} v ostatnı´ch prˇı´padech.
Laplaceova matice je ve tvaru nI − J a jejı´ spektrum je 01, nn−1. [4]
Obra´zek 4: Kompletnı´ graf K5
Obra´zek 5: Kompletnı´ graf K8
91.5.2 Kompletnı´ bipartitnı´ graf
Graf, jehozˇ vrcholova´ mnozˇina je sjednocenı´m dvou nepra´zdny´ch disjunktnı´ch mnozˇin
U , W a mnozˇina hran je E = {uw : u ∈ U ∧ w ∈W}, se nazy´va´ kompletnı´ bipartitnı´ graf
s partitami U a W. Kompletnı´ bipartitnı´ graf znacˇı´me Km,n, kde m = |U | a n = |W |. [6]
Spektrum kompletnı´ho bipartitnı´ho grafu Km,n je ±
√
mn, 0m+n−2.
Spektrum Laplaceovy matice kompletnı´ho bipartitnı´ho grafu je 01,mn−1, nm−1, (m+
n)1. [4]
Obra´zek 6: Kompletnı´ bipartitnı´ graf K3,3, barevneˇ jsou oznacˇeny vrcholy z partit
1.5.3 Cesta
Necht’ graf G je neorientovana´ cesta Pn s n vrcholy. Cesta neboli linea´rnı´ graf je jedno-
duchy´ prˇı´klad stromu, tj. strom s dveˇma nebo vı´ce vrcholy, ktere´ nejsou rozveˇtvene´. Ob-
sahuje dva koncove´ vrcholy stupneˇ 1, zatı´mco vsˇechny ostatnı´ vrcholy jsou stupneˇ 2.
Spektrum cesty je 2cos(πj/(n+ 1))(j = 1, . . . , n).
Spektrum Laplaceovy matice pro cestu je pak 2−2cos(πj/n)(j = 0, . . . , n−1). Na´sobnost
kazˇde´ho vlastnı´ho cˇı´sla je 1. [4]
Obra´zek 7: Cesta P6
1.5.4 Cyklus
Cyklus je kruhovy´ graf Cn pro n alesponˇ 3, ktery´ se skla´da´ z jedine´ho cyklu. Tvorˇı´ ho
posloupnost propojeny´ch vrcholu˚. Pocˇet vrcholu˚ v cyklu se rovna´ pocˇtu hran a kazˇdy´
vrchol je stupneˇ 2.
Spektrum cyklu je 2cos(2πj/(n))(j = 0, . . . , n− 1).
Spektrum Laplaceovy matice pro cyklus je 2− 2cos(2πj/n)(j = 0, . . . , n− 1). [4]
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Obra´zek 8: Cyklus C6
1.5.5 Hveˇzda
Hveˇzda Sk je kompletnı´ bipartitnı´ graf K1,k: strom s jednı´m uzlem a k listy, ve ktere´m k
vrcholu˚ je stupneˇ 1 a jeden vrchol je stupneˇ k.
Spektrum hveˇzdy bude stejne´ jako u kompletnı´ho bipartitnı´ho grafu, tedy K1,k ma´
vlastnı´ cˇı´sla ±√k, 01+k−2.
Spektrum Laplaceovy matice kompletnı´ho bipartitnı´ho grafuK1,k je 01, (1+k)1, 1k−1, k.
Obra´zek 9: Hveˇzda K1,7
1.5.6 Hyperkrychle
Hyperkrychle rˇa´du n (oznacˇeno jako Qn) je graf, za jehozˇ vrcholy vezmeme bina´rnı´ vek-
tory de´lky n, kde dva vektory jsou sousednı´, jestlizˇe se lisˇı´ v pra´veˇ jedne´ sourˇadnici
(naprˇı´klad 01011 a 01001 jsou sousednı´). Hyperkrychle rˇa´du 0 je u´plny´ graf K1, hyper-
krychle rˇa´du 1 je u´plny´ graf K2 nebo K1,1, hyperkrychle rˇa´du 2 je cyklus C4. [4]




, kde (0 ≤ i ≤ n).
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Obra´zek 10: Hyperkrychle, n = 3
1.6 Karte´zsky´ soucˇin
Karte´zsky´m soucˇinem G × H grafu˚ G a H je graf, jehozˇ vrcholova´ mnozˇina obsahuje
vsˇechny usporˇa´dane´ dvojice vrcholu˚ grafu˚ G a H a dva vrcholy (u1; v1) a (u2; v2) jsou
spojeny hranou pra´veˇ tehdy, kdyzˇ platı´ u1 = u2 a v1v2 ∈ E(H) nebo v1 = v2 a u1u2 ∈
E(G). [6]
Karte´zsky´ soucˇin grafu˚ G a H mu˚zˇeme znacˇit jednak jako G×H , nebo jako G✷H .
Naprˇı´klad hyperkrychleQn, take´ nazy´vana´ 2n je karte´zsky´ soucˇin n faktoru˚K2. Spek-




(i = 0, 1, . . . , n).
Oznacˇme si vlastnı´ cˇı´sla grafuG = λ1, λ2, . . . , λn a vlastnı´ cˇı´sla grafuH = σ1, σ2, . . . , σm.
G✷H ma´ vlastnı´ cˇı´sla λi + σi, kde i ∈ 1, 2, . . . , n a j ∈ 1, 2, . . . ,m.
Prˇı´klad 1.4
• Hyperkrychle Q1(K1,1)
Vlastnı´ cˇı´sla tohoto grafu jsou −1 a 1.
- Pro i = 0 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n − 2i = 1 − 0 = 1 vlastnı´ cˇı´slo 1,









- Pro i = 1 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n− 2i = 1− 2 = −1 vlastnı´ cˇı´slo −1,









Obra´zek 11: Hyperkrychle Q1
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• Hyperkrychle Q2(≃ C4 ≃ K2,2)
Tuto hyperkrychli zı´ska´me karte´zsky´m soucˇinem grafu Q1 tak, zˇe Q2 = Q1✷Q1.
Soucˇtem vlastnı´ch cˇı´sel grafu Q1 (tedy (−1, 1), (−1, 1)) zı´ska´va´me vlastnı´ cˇı´sla
−2, 0, 0, 2.
- Pro i = 0 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n − 2i = 2 − 0 = 2 vlastnı´ cˇı´slo 2,









- Pro i = 1 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n − 2i = 2 − 2 = 0 vlastnı´ cˇı´slo 0,









- Pro i = 2 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n− 2i = 2− 4 = −2 vlastnı´ cˇı´slo −2,









Vı´me, zˇe λ1 = −1, λ2 = 1, σ1 = −1, σ2 = 1, mu˚zˇeme tedy vlastnı´ cˇı´sla hyper-
krychle dostat ze soucˇtu λ1 + σ1 = −1 + (−1) = −2. Stejneˇ tak dalsˇı´ vlastnı´
cˇı´slo zı´ska´me soucˇtem λ1 + σ2 = −1 + 1 = 0. Da´le λ2 + σ1 = 1 + (−1) = 0, a
poslednı´ vlastnı´ cˇı´slo λ2 + σ2 = 1 + 1 = 2.
Obra´zek 12: Hyperkrychle Q2
• Hyperkrychle Q3
Tuto hyperkrychli zı´ska´me karte´zsky´m soucˇinem grafu˚Q1 aQ2 tak, zˇeQ3 = Q1✷Q2.
Soucˇtem vlastnı´ch cˇı´sel grafu˚ Q1 (tedy (−1, 1)) a Q2 (−2, 0, 0, 2) zı´ska´va´me vlastnı´
cˇı´sla −3,−1,−1,−1, 1, 1, 1, 3.
- Pro i = 0 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n − 2i = 3 − 0 = 3 vlastnı´ cˇı´slo 3,









- Pro i = 1 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n − 2i = 3 − 2 = 1 vlastnı´ cˇı´slo 1,









- Pro i = 2 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n− 2i = 3− 4 = −1 vlastnı´ cˇı´slo −1,









- Pro i = 3 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n− 2i = 3− 6 = −3 vlastnı´ cˇı´slo −3,










Obra´zek 13: Hyperkrychle Q3
• Hyperkrychle Q4
Tuto hyperkrychli zı´ska´me karte´zsky´m soucˇinem grafu˚Q1 aQ3 tak, zˇeQ4 = Q1✷Q3
nebo karte´zsky´m soucˇinem grafu Q2 tak, zˇe Q4 = Q2✷Q2. Soucˇtem vlastnı´ch cˇı´sel
grafu˚ Q1 (tedy (−1, 1)) a Q3 (−3,−1,−1,−1, 1, 1, 1, 3) zı´ska´va´me vlastnı´ cˇı´sla
−4,−2,−2,−2,−2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2, 2, 2, 2, 4. U´plneˇ stejna´ vlastnı´ cˇı´sla zı´ska´me
soucˇtem vlastnı´ch cˇı´sel grafu Q2 (tedy (−2, 0, 0, 2), (−2, 0, 0, 2)).
- Pro i = 0 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n − 2i = 4 − 0 = 4 vlastnı´ cˇı´slo 4,









- Pro i = 1 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n − 2i = 4 − 2 = 2 vlastnı´ cˇı´slo 2,









- Pro i = 2 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n − 2i = 4 − 4 = 0 vlastnı´ cˇı´slo 0,









- Pro i = 3 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n− 2i = 4− 4 = −2 vlastnı´ cˇı´slo −2,









- Pro i = 4 zı´ska´va´me vy´pocˇtem ze vzorce n− 2i = 4− 8 = −4 vlastnı´ cˇı´slo −4,









Obra´zek 14: Hyperkrychle Q4
Na za´kladeˇ karte´zske´ho soucˇinu mu˚zˇeme urcˇit spektrum neˇktery´ch grafu˚. Jednak
mensˇı´ch grafu˚, jako byly zde na prˇı´kladu uka´za´ny hyperkrychle Q1, Q2, Q3 a Q4, ale take´
mrˇı´zˇek (karte´zsky´ch soucˇinu˚ cest) velky´ch rozmeˇru˚.
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2 Operace s grafy
V te´to kapitole se budeme zkoumat, co se stane s vlastnı´mi cˇı´sly, pokud v grafu odebe-
reme hranu nebo vrchol.
Pokud e je hrana grafu G, G–e oznacˇuje graf na stejne´ mnozˇineˇ vrcholu˚ s mnozˇinou
hran E(G) \ e.
Pokud v je vrchol grafu G, G–v oznacˇuje graf na mnozˇineˇ vrcholu˚ V (G) \ v a jeho
mnozˇina hran se lisˇı´ od pu˚vodnı´ tı´m, zˇe neobsahuje hrany vrcholu v.
Veˇta 2.1 Graf je stromem pra´veˇ tehdy, kdyzˇ mezi kazˇdy´mi dveˇma jeho vrcholy existuje pra´veˇ
jedna cesta. [6]
Strom s jediny´m vrcholem se nazy´va´ trivia´lnı´ strom. V opacˇne´m prˇı´padeˇ budeme strom
nazy´vat netrivia´lnı´. Vrchol stupneˇ 1 v grafu se nazy´va´ list.
2.1 Odebra´nı´ vrcholu
Veˇta 2.2 Odebra´nı´m libovolne´ho listu z netrivia´lnı´ho stromu na n vrcholech dostaneme strom na
n− 1 vrcholech.
Veˇta 2.3 Necht’ A je rea´lna´ symetricka´ n × n matice a B je (n − 1) × (n − 1) hlavnı´ submatice
matice A (cˇtvercova´ submatice, ve ktere´ se indexy rˇa´dku˚ a sloupcu˚ rovnajı´). Jestlizˇe
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn a
θ1 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θn−1
jsou vlastnı´ cˇı´sla matic A a B, pak
λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θn−1 ≥ λn.
Necht’ G je graf rˇa´du n a necht’ graf H zı´ska´me z grafu G vztahem H = G − v, kde
v je vrchol grafu G. Veˇta 2.3 na´m ukazuje prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel matice sousednosti
AG grafu G a vlastnı´ch cˇı´sel matice sousednosti AH , ktere´ nazy´va´me vrcholovou verzı´
prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel (tj. nejmensˇı´ rea´lne´ vlastnı´ cˇı´slo matice je mensˇı´ nezˇ nejmensˇı´
rea´lne´ vlastnı´ cˇı´slo kazˇde´ jejı´ hlavnı´ submatice). Veˇta 2.3 se prˇı´mo nevztahuje ke stan-
dardnı´mu Laplacianu matic G a H , protozˇe hlavnı´ submatice standardnı´ho Laplacianu
jizˇ nemusı´ by´t standardnı´ Laplacian z podgrafu. Nicme´neˇ, na´sledujı´cı´ zna´my´ vy´sledek
odra´zˇı´ hranovou verzi prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel. [5]
Veˇta 2.4 Necht’ A je rea´lna´ symetricka´ n× n matice a B je r × r (1 ≤ r ≤ n) hlavnı´ submatice
matice A, ktera´ vznikla odstraneˇnı´m n− r rˇa´dku˚ a odpovı´dajı´cı´ch sloupcu˚ v matici A. Jestlizˇe
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn
θ1 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θr
jsou vlastnı´ cˇı´sla matic A a B, pak pro kazˇde´ cele´ cˇı´slo i takove´, zˇe 1 ≤ i ≤ r platı´
λi ≥ θi ≥ λi+n−r.
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Veˇta 2.5 Necht’ G je graf a H = G− v, kde v je vrchol grafu G. Jestlizˇe
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn a
θ1 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θn−1
jsou vlastnı´ cˇı´sla matic AG a AH , pak
λi ≥ θi ≥ λi+1 pro kazˇde´ i = 1, 2, 3, 4, . . . , n− 1.
Veˇta 2.6 [5] Necht’ G je graf rˇa´du n a necht’ H = G−v, kde v je vrchol grafu G stupneˇ r. Jestlizˇe
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn = 0
θ1 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θn−1 = 0
jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy´ch matic LG a LH , pak
λi ≥ θi ≥ λi+r pro kazˇde´ i = 1, 2, 3, 4, . . . , n− 1,
kde λi = 0 pro i ≥ n+ 1.
2.2 Odebra´nı´ hrany
Veˇta 2.7 [5] Necht’ G je graf a necht’ H = G− e, kde e je hrana grafu G. Jestlizˇe
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn a
θ1 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θn
jsou vlastnı´ cˇı´sla matic AG a AH , pak
λi−1 ≥ θi ≥ λi+1 pro kazˇde´ i = 2, 3, 4, . . . , n− 1,
θ1 ≥ λ2 a θn ≤ λn−1.
Du˚kaz. V cˇla´nku [5] bylo doka´za´no, zˇe necht’ P = G− v, kde v je vrchol grafu G, ktery´ je
incidentnı´ s hranou e. Necht’
γ1 ≥ γ2 ≥ . . . ≥ γn−1
jsou vlastnı´ cˇı´sla matice AP . Pak matice AP je hlavnı´ submatice obou matic AG a AH .
Takzˇe
λi ≥ γi ≥ λi+1 pro kazˇde´ i = 1, 2, 3, 4, . . . , n− 1 a
θi ≥ γi ≥ θi+1 pro kazˇde´ i = 1, 2, 3, 4, . . . , n− 1.
Pak
λi−1 ≥ γi−1 ≥ θi ≥ γi ≥ λi+1.
✷
Analogicky tohle platı´ i pro Laplaceovu matici, cozˇ ukazuje veˇta 2.8.
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Veˇta 2.8 Necht’ G je graf a H = G− e, kde e je hrana grafu G. Jestlizˇe
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn = 0 a
θ1 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θn = 0
jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice LG a LH , pak
λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ . . . ≥ θn−1 ≥ λn.
Du˚kaz. Vı´me, zˇe matice S je incidencˇnı´ matice, ve ktere´ jsou v rˇa´dcı´ch indexova´ny vr-
choly a ve sloupcı´ch jsou indexova´ny hrany grafu G tak, aby kazˇdy´ sloupec odpovı´dal
hraneˇ e = vivj (i < j). Matice S ma´ na rˇa´dku vi cˇı´slo 1, v rˇa´dku vj cˇı´slo −1 a nulu v
ostatnı´ch prˇı´padech. Vzhledem k tomu, zˇe LG = SGST je pozitivneˇ semidefinitnı´, tak ma´
neza´porna´ vlastnı´ cˇı´sla. Navı´c je cˇı´slo 0 vzˇdy vlastnı´ cˇı´slo LG, jelikozˇ vektor (1, 1, . . . , 1)T
je odpovı´dajı´cı´ vlastnı´ vektor. Ve skutecˇnosti, na´sobnost vlastnı´ho cˇı´sla 0 je rovna pocˇtu
souvisly´ch komponent grafu G.
Vı´me, zˇe LG = SGSTG a zˇe vlastnı´ cˇı´sla te´to matice jsou neza´porna´. Necht’ graf H je
podgraf grafu G zı´skany´ odstraneˇnı´m hrany v grafu G a LH je Laplaceova matice grafu
H . Pro kazˇdou n×mmaticiA se spektra maticAAT aATA shodujı´ s vy´jimkou na´sobnosti
vlastnı´ho cˇı´sla 0. Zejme´na kladna´ vlastnı´ cˇı´sla grafu LG jsou stejna´ jako kladna´ vlastnı´
cˇı´sla STGSG. Vsˇimneˇme si, zˇe LH = SHS
T
H mu˚zˇeme zı´skat odstaneˇnı´m rˇa´dku a sloupce
odpovı´dajı´cı´m odstraneˇne´ hraneˇ, takzˇe STHSH rˇa´du m − 1 je hlavnı´ submatice STGSG (m
je pocˇet hran grafu G]). [5] ✷
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Nynı´ si na prˇı´kladech 2.3, 2.4, 2.5 uka´zˇeme vyuzˇitı´ veˇt z kapitoly 2.
2.3 Prˇı´klad operacı´ s grafy - strom
Meˇjme graf G a grafy H1, H2, H3, ktere´ vznikly odebra´nı´m hrany v pu˚vodnı´m grafu G.
Obra´zek 15: Graf G
Spektrum grafu G je −2.0743,−0.8350, 02, 0.8350, 2.0743.
Spektrum Laplaceovy matice grafu G je 0, 0.4859, 12, 2.4280, 5.0861.
• Graf H1
Meˇjme graf H1 na obra´zku 16.
Spektrum grafu H1 je rovno −1.8479,−0.7654, 02, 0.7654, 1.8478. Spektrum Lapla-
ceovy matice grafu H1 je 02, 0.5188, 1, 2.3111, 4.1701.
Nynı´ si serˇad’me jednotliva´ vlastnı´ cˇı´sla dle veˇty 2.8, kde λi ∈ G (i = 1, 2, . . . , 6)
jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice pu˚vodnı´ho grafu G a θi ∈ H1 (i = 1, 2, . . . , 6)
jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice grafu H1 po odebra´nı´ hrany. V tabulce vidı´me,








λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4 ≥ λ5 ≥ λ6
5.0861 ≥ 2.4280 ≥ 1.0000 ≥ 1.0000 ≥ 0.4859 ≥ 0.0000 = 0.0000
θ1 ≥ θ2 ≥ θ3 ≥ θ4 ≥ θ5 ≥ θ6
4.1701 ≥ 2.3111 ≥ 1.0000 ≥ 0.5188 ≥ 0.0000 ≥ 0.0000 = 0.0000
Na prˇı´kladu uka´zˇeme prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel dle veˇty 2.8.
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λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ λ3 ≥ θ3 ≥ λ4 ≥ θ4 ≥
5.0861 ≥ 4.1701 ≥ 2.4280 ≥ 2.3111 ≥ 1.0000 ≥ 1.0000 ≥ 1.0000 ≥ 0.5188 ≥
≥ λ5 ≥ θ5 ≥ λ6 ≥ θ6
≥ 0.4859 ≥ 0.0000 ≥ 0.0000 ≥ 0.0000
Obra´zek 16: Graf H1
AH1 =

0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1




0 0 0 0 0 0
0 3 −1 −1 −1 0
0 −1 1 0 0 0
0 −1 0 1 0 0
0 −1 0 0 2 −1
0 0 0 0 −1 1

Tabulka 1: Matice sousednosti a Laplaceova matice pro graf H1
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• Graf H2
Meˇjme grafH2 na obra´zku 17. Spektrum grafuH2 je rovno−1.7321,−1, 02, 1, 1.7321.
Spektrum Laplaceovy matice je 02, 12, 2, 4.
Nynı´ si serˇad’me jednotliva´ vlastnı´ cˇı´sla dle veˇty 2.8, kde λi ∈ G (i = 1, 2, . . . , 6)
jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice pu˚vodnı´ho grafu G a θi ∈ H2 (i = 1, 2, . . . , 6)
jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice grafu H2 po odebra´nı´ hrany. V tabulce vidı´me,








λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4 ≥ λ5 ≥ λ6
5.0861 ≥ 2.4280 ≥ 1.0000 ≥ 1.0000 ≥ 0.4859 ≥ 0.0000 = 0.0000
θ1 ≥ θ2 ≥ θ3 ≥ θ4 ≥ θ5 ≥ θ6
4.0000 ≥ 2.0000 ≥ 1.0000 ≥ 1.0000 ≥ 0.0000 ≥ 0.0000 = 0.0000
Na prˇı´kladu uka´zˇeme prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel dle veˇty 2.8.
λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ λ3 ≥ θ3 ≥ λ4 ≥ θ4 ≥ λ5 ≥ θ5 ≥ λ6 ≥ θ6
5.0861 ≥ 4 ≥ 2.4280 ≥ 2 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 0.4859 ≥ 0 ≥ 0 ≥ 0
AH2 =

0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1




1 −1 0 0 0 0
−1 3 −1 −1 0 0
0 −1 1 0 0 0
0 −1 0 1 0 0
0 0 0 0 1 −1
0 0 0 0 −1 1

Tabulka 2: Matice sousednosti a Laplaceova matice pro graf H2
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Obra´zek 17: Graf H2
• Graf H3
Meˇjme graf H3 na obra´zku 18. Spektrum grafu H3je rovno −2, 04, 2. Spektrum La-
placeovy matice je 02, 13, 5.
Nynı´ si serˇad’me jednotliva´ vlastnı´ cˇı´sla dle veˇty 2.8, kde λi ∈ G (i = 1, 2, . . . , 6)
jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice pu˚vodnı´ho grafu G a θi ∈ H3 (i = 1, 2, . . . , 6)
jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice grafu H3 po odebra´nı´ hrany. V tabulce vidı´me,








λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4 ≥ λ5 ≥ λ6
5.0861 ≥ 2.4280 ≥ 1.0000 ≥ 1.0000 ≥ 0.4859 ≥ 0.0000 = 0.0000
θ1 ≥ θ2 ≥ θ3 ≥ θ4 ≥ θ5 ≥ θ6
5.0000 ≥ 1.0000 ≥ 1.0000 ≥ 1.0000 ≥ 0.0000 ≥ 0.0000 = 0.0000
Na prˇı´kladu uka´zˇeme prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel dle veˇty 2.8.
λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ λ3 ≥ θ3 ≥ λ4 ≥ θ4 ≥ λ5 ≥ θ5 ≥ λ6 ≥ θ6
5.0861 ≥ 5 ≥ 2.4280 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 0.4859 ≥ 0 ≥ 0 ≥ 0
Na prˇı´kladu je peˇkneˇ videˇt, co veˇta 2.8 rˇı´ka´, a sice zˇe vlastnı´ cˇı´sla pu˚vodnı´ho grafu
jsou veˇtsˇı´ nezˇ vlastnı´ cˇı´sla grafu, ktery´ vznikl odebra´nı´m jedne´ hrany.
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Obra´zek 18: Graf H3
AH3 =

0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0




1 −1 0 0 0 0
−1 4 −1 −1 −1 0
0 −1 1 0 0 0
0 −1 0 1 0 0
0 −1 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0

Tabulka 3: Matice sousednosti a Laplaceova matice pro graf H3
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2.4 Prˇı´klad operacı´ s grafy - cyklus
Meˇjme cyklus C6 a cestu P5, ktera´ vznikne odebra´nı´m vrcholu pu˚vodnı´ho grafu C6 a
cestu P6, ktera´ vznikne odebra´nı´m hrany v pu˚vodnı´m grafuC6. Porovna´me jejich spektra
a uka´zˇeme, jak se podle veˇty 2.3 prokla´dajı´ vlastnı´ cˇı´sla grafu˚ C6 a P5 a podle veˇty 2.8
vlastnı´ cˇı´sla grafu˚ C6 a P6.
Obra´zek 19: Cyklus C6
Spektrum grafu C6 je −2,−12, 12, 2.
Spektrum Laplaceovy matice grafu C6 je 0, 12, 32, 4.
• Cesta P5
Meˇjme graf P5 na obra´zku 20, ktery´ jsme zı´skali z grafu C6–v.
Spektrum grafu P5 je rovno −1.7321,−1, 0, 1, 1.7321.
Spektrum Laplaceovy matice je 0, 0.3820, 1.3820, 2.6180, 3.6180.
Nynı´ si serˇad’me jednotliva´ vlastnı´ cˇı´sla dle veˇty 2.3, kde λi ∈ C6 (i = 1, 2, . . . , 6)
jsou vlastnı´ cˇı´sla matice sousednosti pu˚vodnı´ho grafu C6 a θi ∈ P5 (i = 1, 2, . . . , 5)








λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4 ≥ λ5 ≥ λ6
2.0000 ≥ 1.0000 ≥ 1.0000 ≥ −1.0000 ≥ −1.0000 ≥ −2.0000
θ1 ≥ θ2 ≥ θ3 ≥ θ4 ≥ θ5
1.7321 ≥ 1.0000 ≥ 0.0000 ≥ −1.0000 ≥ −1.7321
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Na prˇı´kladu uka´zˇeme prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel dle veˇty 2.3.
λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ λ3 ≥ θ3 ≥ λ4 ≥ θ4 ≥ λ5 ≥ θ5 ≥ λ6
2.0000 ≥ 1.7321 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 0 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1.7321 ≥ −2
Obra´zek 20: Cesta P5
AP5 =

0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0
 LP5 =

1 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
0 0 0 −1 1

Tabulka 4: Matice sousednosti a Laplaceova matice pro graf P5
• Cesta P6
Meˇjme graf P6 na obra´zku 21, ktery´ jsme zı´skali z grafu C6–e.
Spektrum grafu P6 je rovno −1.8019,−1.2470,−0.4450, 0.4450, 1.2470, 1.8019.
Spektrum Laplaceovy matice je 0, 0.2679, 1, 2, 3, 3.7321. Nynı´ si serˇad’me jednotliva´
vlastnı´ cˇı´sla dle veˇty 2.8, kde λi ∈ C6 (i = 1, 2, . . . , 6) jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy
matice pu˚vodnı´ho grafu C6 a θi ∈ P6 (i = 1, 2, . . . , 6) jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy
matice grafu P6 po odebra´nı´ hrany. V tabulce vidı´me, zˇe vlastnı´ cˇı´sla θi grafu P6 se









λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ λ4 ≥ λ5 ≥ λ6
4.0000 ≥ 3.0000 ≥ 3.0000 ≥ 1.0000 ≥ 1.0000 ≥ 0.0000 = 0.0000
θ1 ≥ θ2 ≥ θ3 ≥ θ4 ≥ θ5 ≥ θ6
3.7321 ≥ 3.0000 ≥ 2.0000 ≥ 1.0000 ≥ 0.2679 ≥ 0.0000 = 0.0000
Na prˇı´kladu uka´zˇeme prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel dle veˇty 2.8.
λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ λ3 ≥ θ3 ≥ λ4 ≥ θ4 ≥ λ5 ≥ θ5 ≥ λ6 ≥ θ6
4 ≥ 3.7321 ≥ 3 ≥ 3 ≥ 3 ≥ 2 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 1 ≥ 0.2679 ≥ 0 ≥ 0




0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 0
0 0 1 0 1 0
0 0 0 1 0 1




1 −1 0 0 0 0
−1 2 −1 0 0 0
0 −1 2 −1 0 0
0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 1

Tabulka 5: Matice sousednosti a Laplaceova matice pro graf P6
Na prˇı´kladu je peˇkneˇ videˇt, co veˇta 2.8 rˇı´ka´, a sice to, zˇe vlastnı´ cˇı´sla pu˚vodnı´ho
grafu C6 jsou veˇtsˇı´ nezˇ vlastnı´ cˇı´sla grafu P6, ktery´ vznikl odebra´nı´m jedne´ hrany.
Da´le vidı´me, co veˇta 2.3 rˇı´ka´ o vlastnı´ch cˇı´slech grafu P5 po odebra´nı´ vrcholu.
Vlastnı´ cˇı´sla vznikle´ho grafu prˇesneˇ zapadla mezi vlastnı´ cˇı´sla pu˚vodnı´ho grafu
(je tedy splneˇn du˚kaz o prokla´da´nı´ vlastnostı´ vlastnı´ch cˇı´sel).
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2.5 Prˇı´klad operacı´ s grafy - kompletnı´ graf
V tomto prˇı´kladeˇ se podı´va´me, jak se zmeˇnı´ vlastnı´ cˇı´sla, odebereme-li bud’ jednu nebo
dveˇ hrany, anebo jeden nebo dva vrcholy. Jako prˇı´klad si vezmeme kompletnı´ graf K6.
Na rozdı´l od prˇedchozı´ch prˇı´kladu˚ je tento graf husty´ - ma´ mnoho hran a maly´ pocˇet
vrcholu˚.
Obra´zek 22: Kompletnı´ graf K6
Spektrum grafu K6 je rovno −15 a 5.
Spektrum Laplaceovy matice tohoto grafu je 0 a 65.
Nejprve v grafu odebereme jednu hranu, vznikne tak graf na obra´zku 23.
Obra´zek 23: Kompletnı´ graf K6–{e1} s jednou odebranou hranou
Vlastnı´ cˇı´sla grafuK6–{e1} jsou−1.7016,−13, 0, 4.7016 a jsou tedy jina´ nezˇ u pu˚vodnı´ho
grafu K6. Spektrum Laplaceovy matice grafu K6–{e1} je rovno 0, 4, 64.
Na za´kladeˇ du˚kazu veˇty 2.8 vidı´me, zˇe cˇı´slo nula je vzˇdy vlastnı´m cˇı´slem Laplaceovy
matice, protozˇe jak jizˇ bylo rˇecˇeno v podkapitole 1.5.1 na straneˇ 8, Laplaceova matice je
ve tvaru nI − J a jejı´ spektrum je 01, nn−1.
Co se ty´cˇe prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel, bude platit veˇta 2.8. Nynı´ si serˇad’me jednotliva´
vlastnı´ cˇı´sla, kde λi ∈ K6 (i = 1, 2, . . . , 6) jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice pu˚vodnı´ho










λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ λ3 ≥ θ3 ≥ λ4 ≥ θ4 ≥ λ5 ≥ θ5 ≥ λ6 ≥ θ6
6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 4 ≥ 0 ≥ 0
Nynı´ z grafu K6–{e1} odebereme dalsˇı´ hranu. Zı´ska´me tak graf na obra´zku 24.
Obra´zek 24: Kompletnı´ graf K6–{e1, e2} se dveˇma odebrany´mi hranami
Spektrum grafuK6–{e1, e2} je rovno−2,−1.3723,−1, 02, 4.3723. Na´s ale zajı´majı´ prˇedevsˇı´m
vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice, ktera´ jsou 0, 42, 63.
Opeˇt se na tento graf podı´va´me co se ty´cˇe prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel, veˇta 2.8 bude
nada´le splneˇna. Oveˇrˇı´me si to serˇazenı´m jednotlivy´ch vlastnı´ch cˇı´sel, kde λi ∈ K6–{e1} (i =
1, 2, . . . , 6) jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice grafu K6 s jednou odebranou hranou










λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ λ3 ≥ θ3 ≥ λ4 ≥ θ4 ≥ λ5 ≥ θ5 ≥ λ6 ≥ θ6
6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 4 ≥ 4 ≥ 4 ≥ 0 ≥ 0
Kdyzˇ grafu odebereme trˇi hrany, kde zˇa´dne´ dveˇ odebrane´ hrany nepatrˇı´ jednomu
vrcholu, vznikne tak graf na obra´zku 25, jehozˇ vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice jsou rovna
0, 43, 62. Prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel dle veˇty 2.8 bude platit, stejneˇ jako u odebra´nı´ dvou
hran.
Obra´zek 25: Kompletnı´ graf K6–{e1, e2, e3} se trˇemi odebrany´mi hranami, varianta a
Opeˇt se na tento graf podı´va´me co se ty´cˇe prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel, veˇta 2.8 bude
nada´le splneˇna. Oveˇrˇı´me si to serˇazenı´m jednotlivy´ch vlastnı´ch cˇı´sel, kde λi ∈ K6–{e1, e2}
(i = 1, 2, . . . , 6) jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice grafu K6 se dveˇma odebrany´mi hra-
nami a θi ∈ K6–{e1, e2, e3} (i = 1, 2, . . . , 6) jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice grafu K6








λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ λ3 ≥ θ3 ≥ λ4 ≥ θ4 ≥ λ5 ≥ θ5 ≥ λ6 ≥ θ6
6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 4 ≥ 4 ≥ 4 ≥ 4 ≥ 4 ≥ 0 ≥ 0
Pokud ovsˇem odebereme dalsˇı´ hrany z vrcholu, ktere´mu jizˇ byla jedna hrana odebra´na,
zmeˇnı´ se vlastnı´ cˇı´sla u´plneˇ jinak. Vezmeˇme si graf na obra´zku 26, kde vrcholu v2 byly
odebra´ny dveˇ hrany.
Vlastnı´mi cˇı´sly Laplaceovy matice jsou nynı´ cˇı´sla 0, 3, 4, 5, 62. Prokla´da´nı´ vlastnı´ch
cˇı´sel dle veˇty 2.8 bude platit, stejneˇ jako u odebra´nı´ dvou hran. Oveˇrˇı´me si to serˇazenı´m
jednotlivy´ch vlastnı´ch cˇı´sel, kde λi ∈ K6–{e1, e2} (i = 1, 2, . . . , 6) jsou vlastnı´ cˇı´sla La-
placeovy matice grafu K6 s dveˇma odebrany´mi hranami a θi ∈ K6–{e1, e2, e3} (i =
1, 2, . . . , 6) jsou vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice grafu K6 po odebra´nı´ trˇı´ hran:
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λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ λ3 ≥ θ3 ≥ λ4 ≥ θ4 ≥ λ5 ≥ θ5 ≥ λ6 ≥ θ6
6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 6 ≥ 5 ≥ 4 ≥ 4 ≥ 4 ≥ 3 ≥ 0 ≥ 0
Nynı´ se podı´va´me, zda prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel platı´ u odebı´ra´nı´ vrcholu˚. Odebereme-
li z grafu K6 vrchol, vznikne tak graf K5, ktery´ vidı´me na obra´zku 27.
Obra´zek 27: Kompletnı´ graf K5
Spektrum grafu K5 je rovno −14, 4. Spektrum Laplaceovy matice tohoto grafu je
rovno 0, 54.
Nynı´ si serˇad’me jednotliva´ vlastnı´ cˇı´sla matice sousednosti, kde λi ∈ K6 (i = 1, 2, . . . , 6)
jsou vlastnı´ cˇı´sla matice sousednosti pu˚vodnı´ho grafu K6 a θi ∈ K5 (i = 1, 2, . . . , 5) jsou









λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ λ3 ≥ θ3 ≥ λ4 ≥ θ4 ≥ λ5 ≥ θ5 ≥ λ6
5 ≥ 4 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1
Platı´ zde tedy veˇta 2.3 o prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel.
Nynı´ z grafu K6 odebreme dva vrcholy. Vznikne tak graf K4 (neboli K6–{v1, v2}),
ktery´ vidı´me na obra´zku 28.
Obra´zek 28: Kompletnı´ graf K4
Nynı´ si serˇad’me jednotliva´ vlastnı´ cˇı´sla, kde λi ∈ K5 (i = 1, 2, . . . , 5) jsou vlastnı´ cˇı´sla
matice sousednosti grafu K5 (neboli K6–{v1}) a θi ∈ K4 (i = 1, 2, 3, 4) jsou vlastnı´ cˇı´sla







λ1 ≥ θ1 ≥ λ2 ≥ θ2 ≥ λ3 ≥ θ3 ≥ λ4 ≥ θ4 ≥ λ5
4 ≥ 3 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1 ≥ −1
Vidı´me, zˇe zde veˇta 2.3 take´ platı´.
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Vı´me, zˇe prokla´da´nı´ vlastnı´ch cˇı´sel u grafu, ze ktere´ho odebı´ra´me vrchol, platı´ dle
veˇty 2.3 pro vlastnı´ cˇı´sla matice sousednosti. Pokud bychom chteˇli prˇi proble´mu odebra´nı´
vrcholu porovna´vat vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice, neplatily by pozˇadovane´ nerovnosti.
Stejny´ proble´m nastane u grafu, ze ktere´ho odebı´ra´me hranu. Prokla´da´nı´ vlastnı´ch
cˇı´sel dle veˇty 2.8 totizˇ platı´ pro vlastnı´ cˇı´sla Laplaceovy matice, prˇi prokla´da´nı´ vlastnı´ch
cˇı´sel matice sousednosti nebudou platit pozˇadovane´ nerovnosti.
2.6 Line graf
Line graf Gl grafu G je graf s mnozˇinou hran grafu G jako mnozˇinou vrcholu˚, kde dva
vrcholy jsou sousednı´ v prˇı´padeˇ, zˇe odpovı´dajı´cı´ hrany grafu G majı´ spolecˇny´ vrchol.




\E. Jestlizˇe N je
incidencˇnı´ matice grafu G, pak NTN − 2I je matice sousednosti line grafu Gl. Vzhledem
k tomu, zˇe NTN je pozitivneˇ semidefinitnı´, vlastnı´ cˇı´sla line grafu nejsou mensˇı´ nezˇ −2.
Tyto vy´sledky jsou doka´za´ny v [4].
Semiregula´rnı´ graf G = (V,E) je graf s partitami (V1, V2) takovy´, zˇe vsˇechny vrcholy
V1 majı´ stupenˇ jeden a vrcholy V2 majı´ stupenˇ druhy´.
Veˇta 2.9 [3] Necht’ G je jednoduchy´ souvisly´ graf. Pak line graf Gl grafu G je regula´rnı´ nebo
semiregula´rnı´ tehdy a jen tehdy, jestlizˇe graf G je regula´rnı´ nebo semiregula´rnı´, nebo jestlizˇe G je
cesta P4.
Du˚kaz. [3] Jestlizˇe Gl je k-regula´rnı´, pak pro kazˇdou hranu euv = (u, v) ∈ E(G) je stupenˇ
vrcholu euv v grafu Gl roven dGl(euv) = dG(u) + d(v)− 2. Proto pokud dva vrcholy grafu
G majı´ spolecˇny´ vrchol, tak majı´ stejny´ stupenˇ. Jelikozˇ graf G je souvisly´, to znamena´, zˇe
ma´ nanejvy´sˇ dva ru˚zne´ stupneˇ. Jsou-li dva sousednı´ vrcholy stejne´ho stupneˇ, je snadne´
uka´zat, zˇe G je regula´rnı´. Pokud graf G obsahuje cyklus liche´ de´lky, pak musı´ mı´t dva
sousednı´ vrcholy se stejny´m stupneˇm. Z tohoto du˚vodu, pokud G nenı´ pravidelny´, pak
neobsahuje cyklus liche´ de´lky, cozˇ znamena´, zˇe G je bipartitnı´. Takzˇe G je semiregula´rnı´.
✷
Line graf kompletnı´ho grafu Kn (n ≥ 2) je zna´m jako troju´helnı´kovy´ graf T (n). Jeho
spektrum je rovno 2(n− 2)1, (n− 4)n−1, (−2)n(n−3)/2.
Obra´zek 29: Prˇı´klady troju´helnı´kovy´ch grafu˚ T (n)
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Line graf regula´rnı´ho kompletnı´ho bipartitnı´ho grafu Km,m (m ≥ 2) je zna´m jako graf
mrˇı´zˇka L2(m). Spektrum tohoto grafu je 2(m−1)1, (m−2)2m−2, (−2)(m−1)2 . Mrˇı´zˇka grafu
L(m,n) je graf karte´zske´ho soucˇinu Km×Kn kompletnı´ch grafu˚, ktere´ jsou ekvivalentnı´
k line grafu kompletnı´ho bipartitnı´ho grafu K(m,n). Prˇı´klady teˇchto grafu˚ mu˚zˇeme videˇt
na obra´zku 30.
Tyto dveˇ skupiny grafu˚ (kompletnı´ a kompletnı´ bipartitnı´ grafy) spolu s jejich doplnˇky
jsou prˇı´klady silneˇ pravidelny´ch (regula´rnı´ch) grafu˚. Specia´lneˇ doplnˇkem troju´helnı´kove´ho
grafu T (5) je Petersenu˚v graf na obra´zku 31, jehozˇ spektrem je 31, (−2)4, 15. Silneˇ re-
gula´rnı´ graf je takovy´ graf, ve ktere´m ma´ kazˇda´ dvojice sousednı´ch vrcholu˚ stejny´ pocˇet
spolecˇny´ch sousedu˚ λ a kazˇda´ dvojice nesousednı´ch vrcholu˚ stejny´ pocˇet spolecˇny´ch sou-
sedu˚ µ. Kompletnı´ graf Kn je silneˇ regula´rnı´ pro libovolne´ n. [4]
Obra´zek 30: Prˇı´klady grafu mrˇı´zˇka
Obra´zek 31: Petersenu˚v graf
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Prˇı´klad 2.1
Vezmeˇme si graf S6, ktery´ je na obra´zku 32 vlevo. Line grafem tohoto grafu je kom-
pletnı´ graf K5 (na obra´zku 32 vpravo), protozˇe hveˇzda S6 ma´ peˇt hran, cozˇ jsou vrcholy
prˇı´slusˇne´ho line grafu. V hveˇzdeˇ S6 majı´ vsˇechny hrany spolecˇny´ vrchol v1.
Obra´zek 32: Hveˇzda S6 a kompletnı´ graf K5 (neboli (S6)l)
AS6 =

0 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0




5 −1 −1 −1 −1 −1
−1 1 0 0 0 0
−1 0 1 0 0 0
−1 0 0 1 0 0
−1 0 0 0 1 0
−1 0 0 0 0 1

Tabulka 6: Matice sousednosti a Laplaceova matice pro graf S6
Spektrum matice sousednosti grafu S6 je −2.2361, 04, 2.2361 a spektrum Laplaceovy
matice je 0, 14, 6.
Matici sousednosti line grafu (S6)l zı´ska´me ze vztahu NTN − 2I , jako je to psa´no v




1 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0
1 0 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1


1 1 1 1 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0




0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1





0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 0 1
1 1 1 1 0
 LK5 =

4 −1 −1 −1 −1
−1 4 −1 −1 −1
−1 −1 4 −1 −1
−1 −1 −1 4 −1
−1 −1 −1 −1 4

Tabulka 7: Matice sousednosti a Laplaceova matice pro graf K5
Spektrum matice sousednosti line grafu (S6)l (tedy kompletnı´ho grafu K5) je −14, 4.
Spektrum Laplaceovy matice je 0, 54.
Jak ve skutecˇnosti vypada´ prolnutı´ obou grafu˚ (jak pu˚vodnı´ho S6, tak jeho line grafu)
zna´zornˇuje obra´zek 33.
Obra´zek 33: Graf S6 spolu se svy´m line grafem (S6)l ≃ K5
Nenı´ zna´m jednoduchy´ vztah mezi vlastnı´mi cˇı´sly grafu a jeho line grafu. Navı´c i
pocˇet vrcholu˚ grafu a line grafu se mu˚zˇe vy´razneˇ lisˇit.
2.7 Doplneˇk grafu
Doplneˇk grafu G nebo take´ Gc (pı´smeno c prˇevzato z anglicke´ho complement) grafu G
je graf se stejnou mnozˇinou vrcholu˚ jako v grafu G, kde dva ru˚zne´ vrcholy jsou sousednı´
pra´veˇ tehdy, kdyzˇ spolu nesousedı´ v grafu G. Jestlizˇe ma´ graf G matici sousednosti A,
pak G ma´ matici sousednosti A = J − I −A. Pokud ma´ graf G Laplaceovu matici L, pak
G ma´ Laplaceovu matici L = nI − J − L. [4]
Veˇta 2.10 [3] Necht’ G je graf na n vrcholech a G je doplneˇk grafu G. Pak
λ1(G) ≤ n
λi(G) = n− λn−i(G) pro i = 1, . . . , n− 1.
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Du˚kaz. [3] Meˇjme
L(G) + L(G) = nI − J ,
kde J je matice rˇa´du n, ktera´ obsahuje same´ jednicˇky a I je jednotkova´ matice. Z toho
vyply´va´, zˇe spektrum Laplaceovy matice doplnˇku grafu G je
n− λn−1(G) ≥ n− λn−2(G) ≥ . . . ≥ n− λ1(G) ≥ 0.
Proto tvrzenı´ platı´. ✷
Na rozdı´l trˇeba od line grafu je jasny´ vztah mezi vlastnı´mi cˇı´sly Laplaceovy matice
grafu a jeho doplnˇku.
2.7.1 Samodoplnˇkovy´ graf
Veˇta 2.11 [6] Grafy G a H nazy´va´me isomorfnı´, jestlizˇe existuje zobrazenı´ ϕ : V (G) → V (H)
takove´, zˇe kazˇde´ dva vrcholy u, v ∈ V (G) jsou sousednı´ pra´veˇ tehdy, kdyzˇ jsou sousednı´ vrcholy
ϕ(u), ϕ(v) ∈ V (H). Pı´sˇeme G ≃ H . Zobrazenı´ ϕ nazy´va´me isomorfismus.
Forma´lneˇ mu˚zˇeme zachova´nı´ sousednosti vzoru˚ a obrazu˚ v isomorfismu ϕ : V (G) →
V (H) strucˇneˇ zapsat jako
∀u, v ∈ V (G) : uv ∈ E(G)⇔ ϕ(u)ϕ(v) ∈ E(H).
Veˇta 2.12 Graf G nazy´va´me samodoplnˇkovy´, jestlizˇe je isomorfnı´ se svy´m doplnˇkem G.
Prˇı´kladem samodoplnˇkovy´ch grafu˚ jsou cesta P4 a cyklus C5. Pro cykly C6 a C7 toto
tvrzenı´ neplatı´.
Prˇı´klad 2.2
Meˇjme cestuP4 na obra´zku 34 (vlevo), ktera´ je samodoplnˇkova´. Jejı´ doplneˇk je na obra´zku
34 (vpravo).
Zde ma´me uka´za´n isomorfismus mezi cestou P4 a jejı´m doplnˇkem P4:







0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
 LP4 =

1 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 1

Tabulka 8: Matice sousednosti a Laplaceova matice pro graf P4
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Spektrum matice sousednosti grafu P4 je −1.6180,−0.6180, 0.6180, 1.6180. Spektrum
Laplaceovy matice je 0, 0.5858, 2, 3.4142.
Matici sousednosti grafu P4 zı´ska´me vztahem A = J − I − A, a Laplaceovu matici
te´hozˇ grafu jako L = nI − J − L.
A = J−I−A =

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
−

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−

0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
 =

0 0 1 1
0 0 0 1
1 0 0 0
1 1 0 0

L = nI − J − L = 4 ·

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
−

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
−

1 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1




2 0 −1 −1
0 1 0 −1
−1 0 1 0




0 0 1 1
0 0 0 1
1 0 0 0
1 1 0 0
 LP4 =

2 0 −1 −1
0 1 0 −1
−1 0 1 0
−1 −1 0 2

Tabulka 9: Matice sousednosti a Laplaceova matice pro graf P4
Spektrum matice sousednosti grafuP4 je−1.6180,−0.6180, 0.6180, 1.6180. Je tedy stejne´
jako u grafu P4. Spektrum Laplaceovy matice je takte´zˇ stejne´ jako u P4 0, 0.5858, 2, 3.4142.
Obra´zek 34: Cesta P4 a jejı´ doplneˇk P4
Jak mu˚zˇeme na tomto prˇı´kladu peˇkneˇ videˇt, spra´vneˇ na´m vysˇla stejna´ vlastnı´ cˇı´sla
matic. Dosˇlo k tomu pra´veˇ proto, zˇe cesta P4 je samodoplnˇkova´, tedy isomorfnı´ se svy´m
doplnˇkem. Ma´-li graf hodneˇ automorfismu˚, ma´ potom i na´sobna´ vlastnı´ cˇı´sla.
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3 Za´veˇr
Cı´lem te´to pra´ce bylo vytvorˇit uceleny´ prˇehled o spektru matice sousednosti a Lapla-
ceovy matice vybrany´ch trˇı´d grafu˚, ktery´mi jsou kompletnı´ graf, kompletnı´ bipartitnı´
graf, cesta, cyklus, hveˇzda a hyperkrychle. O teˇchto trˇı´da´ch vypovı´da´ prvnı´ cˇa´st textu.
Smyslem te´to pra´ce nebylo zkoumat vlastnı´ vektory, ale zameˇrˇili jsme se prˇedevsˇı´m na
vlastnı´ cˇı´sla grafu˚. Cı´lem take´ bylo vyslovit a proveˇrˇit neˇktera´ pozorova´nı´.
Pra´ce poda´va´ vy´klad take´ o karte´zske´m soucˇinu, na za´kladeˇ ktere´ho mu˚zˇeme urcˇit
spektrum neˇktery´ch grafu˚. Na´zorneˇ to mu˚zˇeme videˇt v prˇı´kladu, na ktere´m jsme zjisˇt’ovali
karte´zsky´ soucˇin hyperkrychlı´. Karte´zsky´m soucˇinem ovsˇem nemusı´me pocˇı´tat pouze
male´ grafy, ale take´ mrˇı´zˇky velky´ch rozmeˇru˚.
Druha´ cˇa´st te´to pra´ce se zaby´va´ operacemi v grafu. Pokud v grafu provedeme operaci
odebra´nı´ hrany cˇi vrcholu, vy´sledkem je, zˇe vlastnı´ cˇı´sla se na´m posunou blı´zˇe k nule.
Zda´ se, zˇe pro grafy s velky´m pocˇtem hran je posun vlastnı´ch cˇı´sel vy´razneˇjsˇı´ nezˇ pro
grafy s mensˇı´m pocˇtem hran (na stejne´m pocˇtu vrcholu˚). Da´le je zajı´mave´ prozkoumat,
zda grafy s velky´m pocˇtem automorfismu˚ obecneˇ majı´ na´sobna´ vlastnı´ cˇı´sla nebo ne,
cozˇ se v ra´mci te´to pra´ce proveˇrˇit nepodarˇilo. Graficke´ zna´zorneˇnı´ pozorova´nı´ posunu
vlastnı´ch cˇı´sel jsme si uka´zali na prˇı´kladu stromu, cyklu a kompletnı´ho grafu v kapitole
2. Na za´kladeˇ graficke´ho zna´zorneˇnı´ mu˚zˇeme tedy prˇiblizˇneˇ urcˇit interval, ve ktere´m se
budou pohybovat vlastnı´ cˇı´sla, pokud bychom odebrali dalsˇı´ hranu cˇi vrchol. Konkre´tnı´
vlastnı´ cˇı´sla nejsem schopni sdeˇlit pouhy´m odhadem.
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